APENDICE

1. Transcendencia de e y =

‘Comenzaremos hablamdo de los nimeros e y =, v, en particu- -

lar, con la demostracién de que son transcendentes.

El interés por el nimero =, en forma geométrica, procede ya
de la anligiiedad ; en efecto, ya entonces era cortiente la distin-
cién entre el problema de su cdleulo aproximado y elsde su cons-
truccién tedrica exacta, y se estaba en posesién de ciertos cono-

cimientos fundamentales para la solucién de ambas cuestiones.

En la primera hizo grandes progresos, como es sabido, Arquime-
des con su procedimiénto de la aproximacion del circulo por po-
ligonos inscritos y circunscritos; la segunda llevé muy pronto ai
problema de la posibilidad de construccwn de = con la regla y el
compds, cuestién- que fué investigada de todas las maneras po-
sibles sin advertir 1a razén del constante tracaso—la imposibili-
dad de resolucién del problema— ; todo lo que se ha conservado
de las primeras de tales tentativas ha sido recientemente 'publi-
cado por Rubio (1). La cuadratura del circulo es, todavia hov,
uno de los problemas mds populares, e innumerables.gentes (co-
mo ya hemos dicho) prueban fortuna en él, sin saber o sin creer
que la Ciencia moderna hace tlempo que lo ha resuelto en sen-
tido negativo.

En efecto, todos estos antzguos problemas estdn hoy complela-
mente resuellos. Se duda con frecuencia si el conocimiento huma-
no puede, en general, progresar, v quiza haya razon para Ja duda
en algunas regiones del saber ; pero en la Matemdtica hay segu-

ramente progresos, y aqui tenemos un ejemplo de ello.

(1) Der Bericht der Simplicius iiber die Quadraturen der Antipho..
und Hippokrates—Leipzig, 1908.

ey
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Los fundamentos en que se basa la solucién moderna de estos
problemas son ya de los tiempos de Newton a Euler. Para la de-
terminacién numérica aproximada de.= son un excelente recurso
las series infinitas, que hacen posible el calculo con toda la exac-
titud que apetezca. Un inglés, llamado Shanks, ha logrado calcu-
lar = con 700 cifras decimales (1), siendo este resultado el méas
exacto de los hallados hasta ahora ; si bien es de advertir, que en
todo ello sélo hay, por decirlo asi, el interés deportivo de establreQ
cer un record de calculador, pues para las aplicaciones nunca es
necesaria tal exactitud. En lo que respecta al lado tedrico del pro-
blema, por la misma-época se introdujo por primera vez en las in-
vestigaciones la consideracién del ntimaro e, base del sistema de
logaritmos neperianos. Fué entonces cuando se descubrié 1a ad-
mirable relacién ¢'*= —1 y en el Cdlculo integral se.encontrd
también como veremos, un recurso para la definitiva solucién del
problema de la cuadratura del circulo. El paso decisivo para ella
fué dado como, es sabido, por Hermite (2) cuando demostrd en
1783 la transcendencia de e. No logré, sin embargo, dar tam-
bién una demostracién de la transcendencia de = ; la glorid de
esto corresponde a Lindeniann, en el afio 18892." _

En estas demostraciones hay, en primer término, una genera-
lizacion esencial del planteamiento cldsico del problema. En éste
se trataba solamente de construir a con la regla y el compds, lo
que analiticamente se expresa, como ya sabemos (vease pagl-
na 63), por la poszbzlzdad de representar = por una sucesion de rai-
ces cuadradas de nimeros racionales, Ahora, sin embargo, no sélo-
se afirma .lajimposibilidad de esta representacidn, sino ain mds,
que = y lo mismo e son transcendentes, es decir, no pueden estar
ligados por ninguna relacion algebraica con ntimeros enteros; o,
dicho de otro modo, ni e ni = pueden ser raices de nmguna ecua-
cion algebmica de coeficientes entems

4y 4, 0+, X b a, =0,
cualesquiera que sean los nimeros enteros gy veny Ay Y el grado,
n, de la’ecuacién, Lo fundamental en esto es.que los coeficientes
(1) Véase Weber-Epstein, tomo I, pag. 523..

(2) Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1882, pég 679 y Math Ann
tomo XX 1882, pag. 213 y 51g
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sean enteros; bastard decir racionales, puesto que siempre, pot -
multiplicacién .por el denommador comun a que pueden redu-
cirse los coeficientes, quedarnn éstos transformados en enteros.
Pasemos a la demostracion de la transcendencia de e y en ella
. seguiremos el procedimiento muy sn’npllflcado expuesto por Hil-
bert en el tomo 43 de Mathem. Annalen (1893). ‘
La cuestién es, como dec1mos probar que la hipdtesis de una
ecua(:tc'm : .

a,+a,eta,e*F ... +a,e"=0, (a,F0), [1]
con coeficientes a,, a,,...., a, enteros conduce a un'a contradic-
€ién, la cual se manifiesta en las propiedades mds sencillas de los
. mumeros enteros. Supondremos conocidos, dé la teoria de nume-
108, solamente: las leyes mas elementales de la divisibilidad ; en
,particular, que todo entero positivo no puede ser descompuesto
mds. que de wn solo modo én un producto de factm'es primos v
que emsten infinitos nimeros pnmos.

El plan de la demostracidn es éste’: Daremos un proCedlmxen-'

to para obtener valores muy aproximados de ¢ y sus potencias por
medio de ntmeros racionales, de modo que seran:

M+ ez—M2+EB e M,,—j—en 2]
Mo M : M
_en cuyas expresiones M, M,, M,, ..., M,, son nimeros enteros y
& €y &, . @ ‘ ' N
=, ==, ..., =% fracciones positivas sumamente pequefios.
M M M ;

Después, multiplicando por M aquella ecuacién [1] se trans-
forma en esta otra: '

# (ao M+a1 M]+a2 M2+ aev anMn\+(’a1 614-/1‘_, 52 +an en ——O [3]

El primer paréntesis del primer miembro es un_m’tmero entero
y probaremos qué no puede ser nulo; el segundo sumando podre-
‘mos convertirlo en una fraccion propia positiva, tomando las ¢
suficientemente pequefias ; con lo cual tendremos la coniradiccion
manifiesta de que admitiendo la hipdtesis -hecha, un nimero en-
tero no nule, a M +a, M+ ...4a, M, au;ﬁenfandb en-una frac-
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3

Cidn propia, a, ej+a, ept oo+ ayey, diferente de la unzdad da una
. suma nula, deducwndose de aqm la zmﬁoszbzlzdud de la ecua-
cidn [1]. .

En esta demostracién encuentra una importante aplicacién la
propiedad de que todo nimero entero no divisible por un nimero
determinado cualquiera es diferente de cero (pues el cero es divi-
sible por todo nlimero entero); pues probaremos que los nime-
ros M,, M,, ..., M, son divisibles por un cierto nimero primo p’
pero que seguramente no lo es a, M, y e consecuencia, la suma
aMta, My+a, M, +...+a, M, no puede ser: divisible por p v,
por lo tanto, es diferente de cero.’ "

El principal recurso utilizado en este proce%o de razonamiento
es la consideracion de una cierta integral definida, la cual fué
introducida en estas cuestiones por Hermite, y a la que por esta
razén llamaremos integral de Hermite. En ia manera de formarla
estriba la clave de toda la.demostracidén. Esta integral, que, como
‘veremos, tiene realmente un -valor entero, que desngnaremos por
M, esla 51gulente

Ve f” Pz —1D(E—2) ... —n)P-e~ dz, 4]
p - 1)!

siendo n el grado de la ecuacién [1] y p un nimero primo impar
que determinaremos mds tarde. Por medio de esta integral ob-
tendremos también la aproximacién deseada [2] de las poten-

cias e’ (v=1, 2, 3, ...), descomponiendo el intervalo de integra-
cidén de la integral M .e” epor el punto v y-escribiendo segin esto :

M=e _de,  [4a)

4

[Tl e

Sy (n —1)!

I

(o]

P-11(z — =l e” ’
eva Zfz—1) ... z—n)]-e dz, [4b] »
[ (n h 1) b |

Dicho esto, pasemos ya a efectuar realmente la demostracidn.
1.° Partiremos de la conocida formula de los comlenzos de
la teoria de la funcién IT':

-1

[ 7 e de = T (p)
-0 -
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que solo necesitamos utlluar para wvalores enteros de o, en cuyo
caso es I'(p)=(p—1)! Con esta restriccién de ser p entero, se
demuestra esta férmula muy sencillamente: basta integrar por
partes, teniendo en cuenta que es p>>1 vy se tiene: '

® » .
[) L T dr =" e+ j(; (o—1)2f "7 “de,

En el segundo miembro aparece nuevamente una integral
exactamente de la misma forma que la del primero, sin més va-
riacién que estar disminuido en una unidad el exponente de z,
de modo que aplicando reiteradamente esta Gltima férmula se
'llega finalmente, para valores enteros de p'a 3° y puesto que

fe"dz 1, resulta .
0

‘ [)wzf’“‘e“?dzﬂp'—l)(p'—z) e 32 1=0—1! [5]

’

Esta integral es, por consiguiente, para valores enteros de ¢,

un ndimero entero, que crece con extraordinaria rapidez al
crecer p. ‘

Para hacer ver esto de un modo intuiti’uo geométricamente re-

. . ) -1
presentamos (fig. 111) la funcién :* e " para valores diferen-
tes de p ; entonces, la mtegral vendra representada por el area de

Y

‘“"“Q.

1

T3
(7SN
]
&

L
2

" Figura 111

ta superficie comprendida. entré el eje 5 y la curva extendida
hasta lo infinito. Al ir creciendo g, la curva se acerca al eje
en las proximidades del origen, y la ordenada aumenta répida-
mente a partir de z=1; la curva alcanza el maximo valor, cual-
_quiera que sea p, para z=p—1; por consiguiente, mas a la dere-

s
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cha cada vez y creciendo constantemente el valor del maximo.

A la derecha de este domina el factor e~* y la ordenada decrece,

acercandose la curva al eje z; que es. una asintota. Se comprende

asi que el drea—nuestra integral—se conserve siempre finita, '

_ pero creciendo rdpidamente con ;.

) 2° Ya en posesién de esta férmula podemos evaluar ahora
facilmente la integral de Hermite. Efectuando el producto de los
factores binémicos del integrando y desarrollando la potencia
del polmomlo, el integrando toma la. forma :

[(2—1)(z~—2)¥.:. (z—mn)lr= [+ e (—1)nllr=
- =54 ... +,(—'\1)*“(ln ,

donde sélo hemos escrito el término deé mayor grado y el de
menor (es decir, el término mdependlente de z); y el valor de.la
integral serd :

— 1\ 113. © np+-p G »n '
M=(_~.____1)»("") f Petde Y —— ,f 2P e ds,
(]9"‘1) 0 ():p-{ll (]7“1) 0 - .

representando C, .consiantes enteras, qﬁe se deducen del des-
arrollo de la ponencia del polinomio. Aplicando ahora a cada
una de estas integrales la férmula [5], té’ndremos E

np -+ p
(p—l)’
M= (= 1)"(n!)? + > Cp———r
gEp+1 (p—_l)

El indice p de los sumandos es ‘;iém'p?c mayor que p y, por

consiguiente, —(-E—:—)—~es un ndmero entero, que contiene el factor

“p, al cual podemos sacar f’lCtOl‘ comtn de toda la suma, vy ten-
dremos :

" M= (; 1" (nD? + p[Cpyy + Cpra (p +1) +'Cp+3 (p + 1) ((p +’2) -]

De aqui se sigue que M serd o no divisible por p al mismo
~ tiempo que el primer sumando (—1)" (n!)’, pero como p es un
niimero primo, este sumando seguramente no sera divisible por p
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cuando p no figure entre los factores 1, ‘2’ 3, ..., n, y esto ocurre
siempre que sea p>n. Esta- condicién puede quedar-realmente.
satisfecha de infinitas maneras, pusto que hay infinitos nime-
ros primos, y con cualquiera de. ellas habremos logrado que
(=1)* (n!)y, por lo tanto, M seguramente no sea divisible por p.

3.2 Estudiemos ahora los nimeros M, (v=1, 2, 8, ...), defini-
~ dos por la férmula [4] de la pag. 356). Para ello, introduzcamos
el factor e” bajo ‘el signo integral y tomemos la nueva variable
de‘integracién L=g5~—v, la cual varia desde 0 hasta oo cuando z
varia desde v hasta oo ; se tiene entonces :

M - ["’ () Rt e e P O et ] ST

vody o (p—-1! ‘
Esta expresién tiene una forma completamente anéloga a la antes:
considerada de M, y podemos operar con ella’ de la misma ma-
nera que con esta tltima. Efectuando la multiplicacién de los fac-
tores del integrando, se obtiene una suma de potencias con coefi-
cientes enteros, entre las cuales la de menor grado es ¢*. La in-
tegral del numerador es, por lo tanto, una combinacién entera de
las integrales

'

/. Cpe_cdc, [ c]"i"ie‘cdc’ ’j C(‘"'*“)P‘“i-e—CdC.
<O <0 : (‘)

y puesto que, segun [5], éstas son, r‘e‘sp'éctivamen'ted' iguales a'p !,
(p+1)!, ... aquella integral es igual al producto de $! por un
nimero entero’ A ; por lo tanto, para todo v es: ' :

pl A,

= e = g w=12, ...
M, (p*‘m pd,, =12 ..., m)

la cual prueba que, en efecto. M, ‘es un numeto entero divisible
’ po'r p. ’”

Enlazando estp con el resultado del paragrafo 2.° tenemos
ya los fundamentos para la conclusién antes indicada: la suma
a, M+a M, +...+a, M, no puede ser divisible 1701 el mamero
\pnmo P, ¥ por lo tanto, es distinta de cero.
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4.° La segunda parte de la demostracién se refiére a la suma
A5, +dye,+ ...+ age, €n la que, seglin [4], es:

fw‘ 1z~ 1)z —2) ... (g =n)]Pe-=+v P
— 1! ‘ !

0 (r -1t

y tenemos ahora que probar que estas ¢, eligiendo conveniente-
mente p, pueden ser tan pequefias como se quiera. Para nuestro
objeto utilizaremos al poder ser p tan .grande como se quiera,
- pues las Unicas condiciones a las cuales hemos sometido p hasta
‘ahora (p>n, p>|a,|) quedan satisfechas por infinidad de ni-
meros primos suficientemente grandes.

Hagamos, primero, una representacwn grifica (fig. 112\ del

Y
T~
v; 2

—_

Figura 112

integrando ; la curva que lo representa es tangente al eje z en el
punto 5=0 y también en los s=1, 2, ..., n, pero en todos éstos
atraviesa-al eje por ser p-impar. Como veremos en seguida més
circunstancialmente, en todo el intervalo (0;n) la ordenada es
muy pequefia a causa del denommador (p—1)1, si se ha toma-~
-do p suficientemente grande, y as1 se comprende que la in-
tegral ¢, sea muy pequefia. En’ euanto es s>>n el integrando
crece nuevamente de modo considerable y decrece después para
ser el eje z asintota de la curva, como en la antes considerada,
27 ™" (para p=(n+1)p); resultando que el valor, M, de la
integral extendida desde 0 hasta o crece rdpidamente con .

Conformandonos con encontrar una limitacién del valor bus-
cado, no serid necesario afinar mucho en el procedimiento. Sean
G y g, los maximos de los valores ahsolutos de las funciones



— 361 —

s(z—1)... (s—n) v (5—1)(3—2)...(s—n) e**¥ en el interva-
lo (0,n) o ‘ : :
‘ lz@z—1) ... ~n)|Z2G

. - pata 0= 2= n.
[t =1 —2) ... (z—n)e*tV[I 9 é

Puesto -que la mtegral de cada una de estas funciones nunca es
mayor que la integral de su valor absoluto, para todo e, serd:

1 -

dz = '
P! T -1

Ahora bien, G, g, y v son ntmeros fijos independientes de $ ;
la factorial (p —1).! que aparece en el denominador crece, como |
es sabido, mucho mas rapidamente que la potencia G*=* del nu-

‘merador, o, dicho mis exactamente : para valores de p suficien-
T GP-t : )
temente grandes, (———1—)— llega a ser mas pequefio que cualquier

numero dado, por pequefio que sea. Podemos, por consiguiente,
_segun [6], tomar p suficientemente grande para que cada uno de
los n ntmeros ¢, llegue a ser tan pequeiio como se quiera.

De aqui se deduce inmediatamente que también la suma de los
n t€rminos a,e, +4a,e,+ ... +4a,¢, puede Hacerse tan pequefia como
queramos ; se tiene, en efecto:

la1€1+a2€2 s +ansn

<lai| ]+ ao|[e] + oo + [ an] [oal;

y segtin [6] :
. , , Gt
:§7<la1|.1‘gl +I”2|.292+ e —{-]an!.n-gn) '_—*(p__l‘)!;

como el paréntesis tiene un valor fijo independiente de p, pode-
] Gr-t .
mos-lograr, en virtud del factor ~(-——]—)— que €l ditimo miembro de
estas relaciones y, .por lo tanto, también |ae, +a,e,+...+a,e,!
sea tan pequeiio como se quiera; en particular, menor que 1.
Con esto hemos llegado a la contradiccién que se deriva de
la existencia de la ecuacién [3] ya mencionada :

[ao M+ ag ‘Ml + a‘“ AM"] + [[11‘81 -+ .. + a,, En] = O,

.
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puesto que un ntimero entero, distinto de. cero, aumentado en un
quebrado propio, darfa un resultado nulo. Por consiguiente, la
ecuacion [8] no puede existir y con ello queda demostrada . la
transcendencia del mimero e.

Pasemos ahora a la demostracidn de la transcendencia de P2
un poco ‘més dificultosa que la anterior, pero tamblen sencilla.
Lmdemann planted este problema del modo siguiente : Se ha -

n

probado hasta ahora que una ecuacién Z a,e’=0 no puede
: v=10

existir cuando los coeficientes a, y los exponentes, v, de e, son

ntimeros haturales’; ¢ no ocurrird lo mismo si a, yv tuviesen:va- -
lores. algebraicos cualesquiera? Y, en efecto, esta conclusién fué.
demostrada por Lindemann, cuyo teorema mds general sobre la

funcidn exponencial se enuncia asi: Una ec‘uacio’nyz a,ev =0

’ . . ’ v=0

no puede existir cuando las a, son numeros-algebraicos arbitra-
rios y las b, numeros también algebraicos y diferentes enlre si.
La transcendencia de © resulta, entonces, como un simple coro-
lario de este teorema, pues verificindose, como es sabido, la re-’
lacién, 1+ =0, si = fuese un numero algebraico, lo seria tam-
bién in y la ex15tenc1a de esta ecuacidén contradlrla el teorema
de Lindemann. '

Vamos akiora a demostrar con detalle sdio un caso particular
delerminado del teorema de Lindemann, que comprende la trans-
cendencia de =. Para ello seguiremos en lo esencial, como antes,
el método dado por Hilbert en el tomo 48 de Mathem. Ann., que
simplifica notablemente la demostracién de Lindemann y es una
generalisacion exacta de las precedentes consideraciones relatwas
al numero e.

El punto de partida lo constituye la relacién :
1+e " =0. 1

Suponiendo ahora que = satisfaga a una cierta ecuacién alge-
braica de coeficientes enteros, iz deberd satisfacer también a una
ecuacidn de esta misma naturaleza. Sean, entonces, a,, 2, ..., @,
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todas las raices de esta ultima ecuacidn, entre las cuales figura
ir; la ecuacién [1] demuestra. que ‘debera ser: ‘

(14 6™ (L+e™) . (14" =0
o ‘bien, efectuando el produfto indicado :

1_{_(80?,_'_6&2_*_ +éan> +-(ea,+a2+ea,+aa 4 ...+eah—i+‘an>
_-*_ +(a,+a2+ .+an>='0 .

Algunos de los exponentes 'que aparecen en esta expresién
podrian ser nulos ; cuando esto ocurra, el primer miembro conten-
dr4 el sumando positivo 1 y todos estos ‘sumandos, con el 1 que
ya aparece en primer, término, dardn un numero entero positivo,
a,, seguramente diferente-de. cero. Designando POr By, By oo By,
los demas exponentes distintos de cero podremos pues, escribir
-la ecuacién [2] en esta forma :

wd Pl P @, Bl

* Ahora bien, los nimercs 8,, By oow B .SON Taices de una ecuacion
algebraica de coeficientes enteros; pues,. de la ecuacidén de coefi-
cientes entetos cuyas raices son a;, o, ..., a, Se puede dedu-
cir, en la forma de todos conocida, una ecuacién de la misma
naturaleza cuyas raices sean las sumas de aquéllas dos a dos:
g+ Uy, 0y Ty eesy tTES & tTEST oy tast g, @+ 2+ g e, ¥ aSi
sucesivamente hasta llegar a la suma de todas: aj+a,+ ...+ o
también racional que, por consiguiente, satisfard a una ecuacién
lineal de coeficientes enteros. Multiplicando miembro a miembro
todas las ecuaciones asi formadas se obtiene una nueva ecuacién -
de coeficientes enteros, que puede tener algunas raices nulas, y
cuyas restantes raices serdn las 8, 8,, .. (5'\,, si en ella supri-
mimos las potencias de la incoégnitd que corresponden a las
primeras raices, queda wna ecuacidn algebraica de coeficientes
enteros, y grado N, cuyas raices son las N magnitudes B, ;y con
el término constante distinto de cero : '

Bo-tbiz b2+ b A =0, (ho,b k0. [
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Lo que ahora hemos de demostrar, y que, segtin lo antes di-
LhO, comprende la. transcendencia- de ™, €s este caso partn:ular del
teorema de Lindemann :

 Una ecuacidn de la forma [3], en la que el coeficiente a, es un
nikmero entero no nulo, no puede existir cuando B, B,, ..., B yson
las N raices de una ecuacion algebraica [4] de grado N y coefi-
cientes también enteros.

~ La demostracién se hace de modo exactamente igual que la
de la transcendencia de e. Asi como alli se podian obtener valo-
res tan aproximados como se quxera, de las potencias ¢*,.¢?, ..., e",
por medio de ndmeros racionales, se tratard aqui también de
encontrar la mayor aproximacion posible de las potencias de e
que aparecen en la ecuacion [3] ; de ‘modo que, empleando las
mismas’ notaciones que antes, escribiremos :

.31-_ M, + &, ﬁz___Ms_‘i‘_gg_ Py '*MN_*—_E_JY_
e =" e = 3 yoeee, € = o [5]

en cuyas expresiones, el denominador M es un nimero entero
pero los M,, M,, ..., My no serin ya nimeros %aciqnales enteros
sino nikmeros enteros algebraicos, y 1os &, &, ..., ey que, en gene-
ral, pueden ser ahora numeros complejos, tendrdn valores abso-
lutos muy pequedios, en lo cual estriba precisamente la mayor
compliCacién respecto del caso anterior. La suma de todos los’
M,, M,, ..., M y representard, como antes,~uh numero entero; y
de tal modo- podremos escogerlos que’ el primer sumando de la
ecuacion

[0 M A My My A My (B By o FEV] =0, [6)

en la que se convierte la [3] en virtud de las [5], después de la
multiplicacién pbr M, llegue a ser un numero entero diferente de
cero; en tanto que el valor absoluto del segundo sumando podra
‘hacerse menor que la unidad, con lo cual se llega exactamente a
la misma contradiccion antes wtilizada, quedando asi probada la
imposibilidad de existencia de las ecuaciones [6] y [3]. En este
caso demostraremos también que M,+M,+...+ My es divisi-
ble por un cierto’ nimero primo, p, pero que no lo es a,: M, de
lo cual se seguird, como en la demostracién de la transcendencia
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"

de ¢, la no anulacién del primer sumando de la [6] ; ademds, se -

elegird p suficientemente grande para que e] segundo sumando
de la [6] llegue a ser tan pequefio como se quiera.. ‘
1> Se trata ahora, en primer lugar, de definir M por una
generalizacion conveniente dé la integral de Hermite, la cual se
basa.en la observacién de que el factor (z—1) ... (z—n) de la
integral .de Hermite tiene por ceros precisamente los exponentes
de las potencias de e en la ecuacién algebraica supuesta ; segtn
esto,. lo reemplazaremos ahora.por el producto formado con los
exponentes de la [3], es decir, con las soluciones de la [4]:

. 1 : ’
(=E) =B (2= By) =g —[hotbiz+ . by ] )

Como esencial en este caso, se verd que es preciso agregar
como factor una potencia conveniente de b 5, lo que antes hubie-
' ra sido superfluo, puesto que (z—1) ... (z—mn) era ya entero ;
escribiremos, pues: o ’ '

[* e B de

M=
J, (-1

N

[bo +bz4+ .. . + by ZN]I'b(N—x)p_l -

22 Desarrbllando ahora, como antes hicimos, el integrando
de M segin las potencias crecientes de sz, el término de menor
grado, correspondiente a 2”‘1, da, utilizando el valor T' de la
pagina ‘357 : ’ -

(.\"— 1) p—1

e el g (N—1)p—1 :

by - by
Jo oo (p — !

Todos los demds sumandos tienen en el integrando la potencia

2 u otras de mayor grado y, por consiguiente, el factor TR
, p—D!

multiplicado por niiméros enteros, luego son divisibles por . Re-

sulta, pues, que M es un nimero entero seguramente no divisible

, y . . : . P, W(N=-Dp-
por el numero primo p, si aquel primer sumando bl by .

tampoco lo es; es decir, siempre que el ndmero primo p no sea
divisor de b, ni de b,. La manera més sencilla de determinar p
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de modo’ que satlsfada a (:‘atdb Londlmones, puesto que b,F0 y
by F0, es tomar :

pj>]b0[ y al mismo tiempo ﬁ.>]bN] .

Entonces, como a,>0, se podrd lograr también que a,. M no
sea divisible por $, imponiendo a éste, ademas, la condicién

p>ay,

por ejemplo. Coma se ve, por haber infinitos ntimeros primos, se '
pueden satisfacer todas estas condiciones de infinitas maneras.
8.2 ‘Tenemos_ahora que. estudiar Ta formacion de M, y e,
Aqui aparece una modificacion respecto del caso anterior, puesto
que los nuimeros @, que intervienen ahora, en lugar de los v, pue-
den .ser numeros complejos, y, en efecto, uno seguramente es
el ir. Por consiguiente, si queremos proceder.a una descomposi-

4 e JRCT
P By =
t N -
‘\\ o3,
7 o
°/03 az
2
¢ Figura 113

cién anéloga del integrando M, es preciso recurrir a la integracion

- en el campo complejo. Felizmente, aqui el integrando de nuestra

integral es wna funcidn analitica regular uniforme de la variable
de integracion en todo el campo finito, que no tiene otra singula-
ridad que el punto oo (en el cual la singularidad es esencial). En
lugar de integrar en- el campo real desde 0 hasta nc, podemos
utilizar también una trayectoria cualquiera de integracién que
vaya de cero’ a 0o, siempre que termine teniendq por asintota
una, recta paralela al eje x, a la cual tienda en el sentido positivo’
de éste, cosa necesaria para que la integral tenga sentido, dada
la naturaleza de ¢~ en el campo complejo.
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Imaginemos aliora los N puntos B,, §,, ..., Bx marcados sobre
el plano s, y observemos que se puede obtener el valor de cada
M, integrando a lo largo del segmento rect‘ilinéobque'va del ori-
gen al punto correspondiente 8, y, luego, de la semirrecta que
va desdeé éste paralelamente al eje real en sentido positivo. Esta
trayectoria puede ser descompuesta en dos partes caracteristicas
respecto de M, a saber: El segmento rectilineo de 0 a 8, , que da
para e, valores tan ‘pequéfios como se quiera al crecer p, y la
semarrecta de ongen By, paralela al eje x, que da el nimero alge—_
- braico entero M, :

_ g (B e b L (N—Dp—t
Ve fo ‘(p—1)1[0+xz+ -+ 2] by (8 4]

(v=1,2, ... N)

w Y s i - _
M, —eﬁf epz_ldz [bo+bez o 4By 221705 0T 80)

Las relaciones [5] quedan asi, en efecto, satisfechas. El haber
tomado rectilineas las- trayectorias de integracion ha sido simple-
mente por razon de comodidad ; una curva arbitraria que una 0
con oo daria, naturalmente, el mismo valor ¢, , pero la deduccién
de éste es mas sencilla usando el segmento rectilineo. También
hubiéramos podido usar en vez de la semirrecta horizontal una
“linea cualquiera’que se acercase asintSticamente a una horizon-
tal, pero esto serfa una incomodidad innecesaria.

4> En cuanto a la evaluacidn de ¢, , no cambia nada respecto
de lo que hemos hecho anteriormente ; la tinica diferencia es que
aqui se.aplica la propiedad de que el médulo de una integral
" compleja nunca es mayor que el maximo del valor absoluto del
integrando multiplicado por la longitud de la trayectoria de in-
" tegracién, que en nuestro caso es |B, |. .El limite" superior
de ¢, , asi obtenido, es igual al producto de un cierto factor in-

: .- 1 - . .
dependiente de p por Z_G——l)——‘_ (siendo G . el valor méximo de
; o y ,

a  N—1] ' . Lo
‘ z2(by+bz+...+by V) by |‘en un-recinto que contiene” todos
.los segmentos que unen el origen con los puntos 3, ); de donde se
deduce como antes que, aumeniando p convenientemente, puede
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lograrse que cada =, y, por consiguiente, también ¢, +e,+ ... + 2y
llegue a ser tan pequeiio como se quiera, y, en particular, que
esta suma sea menor que 1.

52 En cuanto a la investigacidn de los M,  los razonamien-
tos difieren esencialmente de los hechos en el caso del niimero e,
si bien puyeden considerarse generalizaciones de éstos, correspon- .
dientes a que ahora, en lugar de nitmeros racionales, tenemos
que wutilizar mimeros enteros algebraicos. Consideremos toda la
suma : .

‘__ \jv[ A (1“—1)p—l
E]V[ ——ZTby + by 2 .+ by .
,218 s, (p—1! [0 2 I

Sustituyendo aqui en cada sumando el polinomio en/ 2 por el pro-
ducto de los factores (2—8,) (z—8,) ... (3—@y), en virtud de Iz
~ [7], e introduciendo la nueva variable de integracién {=5—8,

que es real, como consecuencia de la ‘trayectoria de integracién
. , | v
supuesta para z, resulta para valor de Z M,

v=1

: Qﬁplq *311) : CTV*‘AP‘WI
,M£W1ﬁ+ VIR BB B (BB =B

resultado que puede escribirse asi:

’
N w0

>, = “Caz g )
v=1 500 ( —])'

poniendo, para abreviar,

: N . ) .
: Np—1 ’ : ) 5 P
0@ =3 by (ZHB,) 1 (4B, — B (B4 B, —B)T 9]
=1 b . : .
(C + Bv - Bv—H)p (C‘l‘ﬁv . BN)p'
Esta suma, lo mismo que cada uno de sus N sumankd.o_s, es un
polinomio en ¢. En cada sumando hay, evidentemente, una de

las N magnitudes 8,, 8,, ..., Bx que interviene de un modo espe-
cial en el factor (¢+8,)?, pero en la_suma, considerada como
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un polinomio en f, todas estas N magnitudes aparecén de 1a
misma manera en los coeficientes de cada potencia de %, es
.decir, cada uno de estos coeficientes es wna funcidn siméirica de
8 'ﬁ;, .-y Bx . La multiplicacién de todos los factores, teniendo
en cuerta el desarrollo de la potencia de un polinomio, permite
reconocer todavia mds : que estas funciones son funciones ra-
cionales enteras de B,, B,, ..., p v con coeficientes enteros. Ahora,
segln una propiedad estudiada en Algebra, las funciones simé-
tricas racionales, con coeficientes racionales, de todas las raices
de una ecuacion de coeficientes racionales son siempre nimeros
racionales ; luego, como las 8, 8,, ..., y son todas las raices de
la ecuacién [4], los coeficientes de ®() son, en efecto, nimeros
racionales. ‘

- Pero atin ho nos basta esto, sino que necesitamos ‘que estos
ndmeros. sean enteros, y esto lo da la“potencia de by que apa-
rece como factor de (I)(t,) Y, en efecto, asociando b, como fac-
tor a cada uno de los hneales podremos escribir :.

A7
C)—Z(bN?;erN V)P- (ch+bN?:v bNﬁi)” (byGtbyB,~byB,~1)" -

(byGbyB,~by Bv+1)p e (by 2t by B, by 3V>p

y tendremos entonces, anidlogamente a lo que acabamos de ver,
que los coeficientes de este polinomio en ¢ son funciones simé-
tricas racionales enteras de los productos by By byBs, ... byBy
con Coeficientes ractonales enteros. Fstos N productos son ralces

de la ecuacién que se deduce de la [4] sustltuyendo por —=—

2z \N—1 ' N
by + b1 ,fy +- ...,+b3._,(—57> +by({f) =0,

C e, U -
la cual, por multiplicacién por b~ se transforma en la:

by A biby Ed .. by sbyz
: ; ' 110}
‘f‘h\' gﬁV—-l;I__zN___O’

J i
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esto es, una ecuacion con todos los coeficientes enteros, én la qus
el coeficiente del término de mayor grado es la unidad. Los nt-
meros algebraicos que satisfacen a una ecuacién de esta natu-
raleza, de coeficientes enteros, siendo la unidad el del término de
mayor grado, se llaman nidmeros algebmuos enieros; se puede‘
entonces enunciar con mayor precision el teorema anterior, di-
‘ciendo ¢

Las funciones simétricas enteras de todas las raices de, una
ecuacion de coeficientes enteros, en que el coeficiente del término
de mayor grado es 1 (por tanto, de nimeros algebraicos enteros).
son numeros enteros. .

Este teorema figura en los Tratados de Algebra, aun cuando
no ‘suela .estar enunciado en esta forma precisa que le hemos
dado ; y en ellos puede verse con detalle la demostracidn, ‘

Ahora bien, hemos visto que los coeficientes del polinomio
®(y) satisfacen a las hipdtesis de este teorema, y, por lo tanto,
son numeros racionales enteros, que designaremos por 4, Al, ey
ANp_l, luego tendremos :

¢ ’ Np—1.
S, f ___’f_”_lE_(Ao%-AlfLA- Ay, BT
v=1 i ([) - l
con lo cual hemos llegado realmente al fin de la demostracion
que nos proponfamos ; pues, efectuando las integraciones en los
numeradores teniendo en cuenta la féormula que da el valor de la
funcién I (pag. 357) resultan ¢!, (p+1)1, (p+2) !, ..., puesto que
cada término contiene una potencia de ¢, de grado igual a $, por
‘lo menos, y después de la divisiéon por (p—1)!, en todos los
términos subsistird, seguramente, un factor p, y los demas facto-
res (los A,, A, .., A y,—1) SOn nimeros enteros ; por consiguien~
te.z M,, es un numero racional entero, seguramente divisible
v—! ~ -
por p.
Recordando ahora que a, . M no es divisible por p (pag. 366)
N .
resulta que a,M + E M, es un nimero racional entero no divi-
v=1 ,
sible por p, ¥, por consiguiente, en particular, un nimero segu—
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ramente distinto de cero. Resulta; pues, que no puede exisir la
ecuacidn. (6] :

B

g y N
aM+ Y M, % +130,
2 v={ J y=1
‘ oy
pues la suma de un nimero entero no nulo y el E &,, que, Se-
‘ =

gun el numero 4.° (pag. 367), seguramente puede conservarse
menor que 1 en valor absoluto, nunca puede ser cero. Queda asi
demostrado el caso particular antes enunciado (pag. 864) del teo-
rema de Lindemann ¥ por tanio, la transcendencia de =, en él
contenida.

- Sefialemos- atin olro caso particular interesante del teorema

general de Lindemann, a saber: dada la ecuacidne? =b, los nii-
meros b y B no pueden ser simultdneamente algebraicos, salvo el
caso trivial p=0, b=1; en otros términos, la funcién exponen-
cial de un argumento algebraico, B, lo mismo que el logaritmo
natural de un nu'émero‘ algebmico, b, son siempre tm‘nscendentes,
con la umica excepcidn indicada. En este teorema estd contenida
la transcendencia de e, en el caso §=1, v la de =, en el b{=—~1'

. i ., ' .
(por ser ¢ "=—1). La demostracién puede hacerse por generali-
zacidén de las Gltimas consideraciones,  partiendo ahora de b——e3

en lugar de 1_-‘{-80' * como hicimos tltimamente. Hay que tener
en cuenta, entonces, ademas de todas las raices de la ecuacién
algebraica que da las g, todas las raices de la ecuacién que da
las b para llegar a una ecuacién anéloga a la [3], lo cual exige
el empleo de mayor ntimero de simbolos y, en consecuencia, di-
ficulta la demostracxén, por lo deméas, los razonamientos son
idénticos en esencia.

De manera andloga puede demostrarse el teorema mds gene-
ral de Lindemann. :

No hemos de entrar aqui en pormenores de la demostracién,
conformdndonos con hacer ver .del modo més intuitivo posible la
significacién del ultimo teorema en lo que se refiere a la funcién
exponencial. Imaginemos marcados sobre el eje de abscisas
todos los puntos de abscisas algebraicas, x. Sabemos que ya los
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puntos racionales, y también -todos los numeros algebraicos,
llenan el eje de abscisas densamente en todas parles, v se podria
quiz4 creer que, por lo menos, los.nimeros algebraicos agotan
todos los puntos reales.del eje x; sin embargo, nuestro teorema
dice que no ocurre asi, que 'sobre\ el eje x, ademds de los nibme-
tos algebraicos, y comprendidos entre ellos, hay otra infinidad
de niimeros transcendentes ; de los cuales son ejemplos en ntime-
ro ilimitado los e™™ ¥ as{ como los log (num. alg.) y cualqmer
funcién algebraica de estos nuimeros transcendentes.

Para presentar la cuestién de la manera mds intuitiva posible
“convendra escribir la ecuacidén bajo la forma: y=6% y repre-
sentarla por una curva en un sistema de ejes cartesianos (fig. 114).

¥

Y
R

Figura 114

Imaginemos marcados sobre el eje x lo mismo que sobre el ¥,
todos los ndmeros algebraicos, y consideremos todos los puntos
(x,y) del plano cuyas dos coordenadas sean ntimeros algebrai-
cos ; ‘estos puntos, que designaremos con la denominacién. de
puntos algebraicos, cubren todo el plano xy densamente en todas
sus partes. 4 pesar de esta distribucion densa de tales puntos
en todo el plano xy, la curva exponencial y=¢e* no contiene nin-
gun punto algebraico fuera del x=0, y=1; pues, seglin nuestro
teorema, en y=¢® una, por lo menos, de las magnitudes x, y es
transcendente, Este comportamiento de la curva exp011éncia] es
altamente singular e interesante. '

El alcance de éstos teoremas, que envuelven la existencia de
un gran conjunto de niimeros que no sélo no son racionales, sino
que ni siquiera pueden ser representados por operaciones alge-
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braicas hechas con nuUmeros enteros, es de enorme transcenden-
cia para nuestras ideas .acerca del continuo de los nidmeros.
"1 Cémo hubiese celebrado Pitdgoras.un descubrimjento de esta

naturaleza cuando simplemente la existencia del nimero irracio-
nal parecia significar, para él, una hecatombe !

Es de notar lo poco extendido v asimilado que estd el con-
cépto- de transcendencia de los ntimeros, no obstante ser tan sen-
cillo, a poco que se reflexione sobre él. Con, frecuencia: lo com-
probamos eri los exdmenes: al pretender que los alumnos defi-
nan el concepto de «transcendencia», en la mayoria de los casos
Jo finico que se logra oir es que los nimeros transcendentes no
satisfacen a ninguna ecuacién algebraica ; lo cual, naturalmente,
es falso, como lo muestra el ejempo x-—e=0. La condici¢n
esencial de que los coeficientes de la ecuacién deben ser racio-
nales es precisamente la omitida. . ‘
- Volviendo ahora nuestra atencién a las demostraciones rela-
tivas a la transcendencia de los ndmeros ¢ y =, observemos que
los razonamiéntos en ellas empleados son sencillos y elementa-
les vy presentan una unidad que facilita mucho su recuerdo. Lo
Ginico que es preciso confiar a la memoria es la integral de’ Her-
mite ; después, todo se desarrolla de un modo absolutamente

natural. Con este motivo hemos de hacer resaltar que, conforme
a nuestras ideas fundamentales, hemos hecho uso del concepto
de integral (hablando geométricamente, del concepto de 4rea)
como cosa elemental ; y creemos que esto ha coritribuido mucho
a que la exposicién sea clara y sencilla ; compdrela, el lector, por
ejemplo, con la que apdrece en ¢l tomo I de la obra citada de
Weber-Wellstein o con la de mi pequefia -memoria:. Vortrige
iiber ausgewalhte Fragen der Elementargeometrie (1) donde, si-
guiendo a los'libros de texto antiguos, se ha evitado el uso de la
integral, reemplazdndolo por evaluaciones de desarrollos en se-.
"ries, y no podra menos de conceder que estas demostraciones
estin muy lejos de ser tan intuitivas y asimilables como las que
aqui hemos dado. .

Las consideraciones acerca de la distribucién de los ntimeros
algebraicos entre los niimeros reales nos conducen de un modo
natural a un moderno campo de la Matemdlica, del que repetida-

#

(1) Citado, pag. 81,
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-mente hemos. hecho mencién en el curso de estas lecciones, y-
sobre el cual queremos insistir: la Teorfa de conjuntos.

li. Teoria de conjuntos

Las investigaciones del fundador de esta teorfa, Jorge Cantor,
de Halle, parten precisamente de consideraciones sobre la exis:
tencia de los nimeros transcendentes (1), que arrojan sobre este
hecho nueva luz, completamente distinta a la que hasta entonces
iluminaba esta teoria.

La breve ojeada con que vamos a examinar la Teoria de con-
juntos sélo tendrd de nuevo el hacer aparecer en primer término
la consideracion de ejemplos concretos con preferencia a las con-
sideraciones abstractas muy generales, con las que, frecuente-

~mente, la teorfa se hace dificilmente comprensible o toma una
forma extraordinariamente enojosa. '

‘1.° - Potencia de los Conjuntos

Recordemos, en primer lugar, que en repetidas ocasiones he-
mos- tenido que manejar diferentes sislemas caracleristicos de
numeros, a los cuales, ahora, para abreviar, llamaremos conjun-
tos de numeros. Limitdndonos solamente a los niimeros reales,
los conjuntos considerados han sido : ‘ '

1° Los nameros enteros y positivos;

2.° Los ntmeros racionales ; S

3.2 Los ntimeros algebraicos :

4° Los numeros reales.

Cada uno de estos conjuntos contiene infinilos niimeros, v la
primera cuestién .que ahora se presenta es ver si, a pesar de ser
ilimitado el numero de elementos de cada uno, tendrd algtin sen-
tido la comparacion de estos conjuntos desde el punto de vista de
su magnitud o extension ; es decir, si podra decitse que la «infi-
nitud» del uno es mayor, igual o0 menor que la del otro. El gran
mérito de Cantor consiste, especialmente, en haher aclarado este
problema, estableciendo conceptos precisos, y haberle dado so-

1) \Ease Journal fur die reine und angewandte Ma'ihema\tik, tomo 77,
1878, pag. 258. ‘ s

>
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lucién utilizando en primer término el concepto de «pateﬁcia» o
«ntimero cardinaly de un conjunto, que se define asf : _
Dos conjuntos tienen «igual potencian (son equivalentes)
cuando se puede establecer una correspondencia biunivoca entre
sus elementos, es decw, cuando se puede representar uno cual-
quiera de ellos sobre el otro, de modo que a cada elemento de
_aquél corresponda uno, y uno solo, de éste, y reciprocamente.
Cuando no es posible tal correspondencia o representacién, los -
dos conjuntos tienen «polencia diferente»; y si, cualquiera que
‘sea la naturaleza de la correspondencia ensayada, siempre que-
dan en uno de los conjuntos elementos sin correspondiente en
el otro, se dice que éste tiene «mayor potencian que aquél.
Aclararemos esto, en los cuatro ejemplos antes enumerados..
Parece, a primera vista, que la potencia del conjunto de los
nimeros enteros ha de ser mds pequefia que la del de los racio-
nales-y ésta, a su .vez, menor que la del de los algebraicos y la
de éste menor todavia que la del formado por todos los nimeros
reales’; puesto que cada uno de estos conjuntos se obtiene’ del
precedente por agregacién de nuevos elmentos. Pero tal con-
clusién serfa muy aventurada, ya que aun cuando todo conjunto
«finiton es de mayor polencia que cualquiera de sus partes, esta
proposicion cae en defacto tratdndose de comjuntos infinitos;
cosa qu'e, después de todo, no debe chocar, porque el paso de
unos a otros conjuntos significa realmente el de uno a otro cam-
- po. completamente diferente de la Matematica. Un ejemplo muy
sencillo aclarard esto, a saber: una parte de un conjunto infinito
puede realmente tener la misma potencia que éste. '
" Para ello escribamos en una fila todos los nimeros enteros y |
positivos, v coloquemos debajo la serie de los niimeros pares:

2, 3 4 5 6
Pritis
Yy Y Y Y Y Y
2, 4, 6, 8 10, 12

Kl )

Con las dobles flechas se pone de manifiesto la correspondencia

- biunfvoca que establecemos entre los elementos de ambos con- -
juntos ; por consiguiente, segin la definicion de Cantor, el con-
junto de los nimeros naturales liene la misma potencia que el
conjunto parcidl de los mimeros pares.
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La investigacién de las potencias de estus cuatro conjuntos
no es, pues, tan sencilla; por eso es tanto mas admirable este
-sencillo resultado, que fué el gran descubrimiento de Cantor en
1873 : Los tres conjuntos de los nimeros naturales, de los nime-
ros racionales y de los nimeros algebraicos tienen igual potencia;
el conjunto de todos los mimeros reales tiene una potencia dife-
rente y mayor que la de éstos. Se lama numerable todo conjunto
cuyos elementos pueden corresponderse univocamente con los ni-
meros naturales (teniendo, por lo tanto, igual potencia que el
conjunto de éstos) ; segun esta definicién, el teorema de Cantor
* puede ser enunciado asi: El conjunto de los nibmeros racionales,
y lo mismo el de los algebraicos, es numerable; pero el formado
por todos los numeros reales no es numerable.
Daremos, primeramente, la demostracion para los niimgros
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Figura 115

racionales, muy conocida ya del publico matemético. Todo nu-
mero racional (en ellos incluimos también los negativos) se puede

representar bajo la f,ormn—;— , donde p v g son primos entre si,

y q es siempre positivo (en tanto que p puede también ser nulo
. - . ! . )

o negativo). Para ordenar todas’estas fracciones —':]—, suponga-

mos marcados en un plano referido a dos ejes rectangulares'p, .q,

todos los puntos (p,q) de coordenadas enteras, y supongamoslos

‘'ordenados como indica la espiral quebrada de la figura 115. Po;

“dremos, pues, numerar todos estos pares de walores (p, q) de
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modo que a cada par le corresponde un ntimero entero v ningun
ntimero entero quede sin par correspondiente. Si ahora suprimi-
mos de esta sucesién todos los pares de valores que no satisfacen
a las condiciones arriba expresadas (de ser primos entre si p v q
y ser ¢>0) y numeramos solamente todos los restantes (en la
figura aparecen éstos sefialados por puntos gruesos) obtenemos
una sucesiéon que empieza asf:

172 3 4 b6 ] T8 9 10 1

A A N e’ aw’ R

1 1 8302 1

, — P = == =9 —_— —— -
17 0; 17 =3 2 3 2 ’ = 37 2 ? 3 H 3 ’ *

’

. de modquue todo nimero racional liene por correspondientc un
niimero entero y positivo ; y, reciprocamente, a todo nivmero ente-
10 y posilivo corresponde un nimero racional, con lo cual queda
demostrada la numerabilidad del conjunto de los niimeros racio-
nales. Pero obsérvese que esta ordenacidn de los nimeros racio-
nales en serie numerable destruve completamente la sucesion, que
parece natural, por orden de magnitud; lo que se pone de mani-

" fiesto en la figura 116 en la cual los puntos racionales del eje de

&
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S Figura 116

abscisas llevan marcado el numero del lugar que ocupan en

aquella ordenacién convencional. , ’
Consideremos, en segundo término, los nimeros algebraicos.

limitdndonos a los reales, aunque la consideracién de los com-

plejos no serfa, en el fondo, més dificil. Fodo niimero algebraico

real, w, satisface a una ecuacién de coeficientes reales enteros :

aw'+a,w" L ta, w+ta,=0,

que supondremos irreducible; es decir, suponemos suprimidos
los dix 'sores racionales, y también el maximo comun divisor de
los ntimeros enteros a,, d,, ..., d,_,, a,; convendremos, ademas,
en que a, sea siempre positivo. Esto supuesto, es sabido que
lodo mitmero algebraico w satisface a una sola ecuacion irreduci-
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ble de esta maturalesa, y, reciprocamente, toda ccuacion de esta
clase tieme, a lo sumo, n raices que som nimeros algebraicos
reales, pudiendo ocurrir que sean en nitmero menor o no haya
ninguna. Si pudiéramos ordenar todas estas ecuaciones algebrai-
cas en una sucesion numerable, con ello quedarian también orde-
nadas, evidentemente, sus raices v, por conswuxente, también
todos los numeros algebraicos reales.

Esta ordenacién fué realizada por Cantor haciendo correspon-
der a cada ecuacién un numero positivo, N, llamado walturan,
asi definido :

N=n—1+a,+|a,|+|a,) +...+|a, | +]a,]

v las ecuaciones se clasifican en una sucesion numerable de¢ cla-
ses segun.los valores de la altura N=1, 2, 3, ... En cada una de
estas clases, segin la definicién de altura, tanto el grado n como
el valor absoluto de cada uno de los coeficientes tienen que ser
iguales o menores que el ndmero finito N, de modo que cada
clase contendrd siempre un numero finito de ecuaciones, v, pm
consiguiente, en particular, un nitmero finilo de ecuaciones irre-
.ducibles; los coeficientes se pueden determinar facilmente tan-
teando todas las posibles soluciones de la ecuacion que define N
y se puede escribir.inmediatamente el principio de la sucesidn
de las ecuaciones para los valores méas bajos de N. :

Ahora imaginemos determinadas, para cada valor de la altu-
ra N, las raices reales de las ecuaciones irreducibles, en nimero
finito, que corresponden a N, de las cuales sdlo puede haber un
ntmero limitado, y supongdmostas ordenadas por orden de mag-
nitud creciente ; tomando entonces primero los nimeros asi orde-
nados relativos a la altura 1, después los de la altura 2, y asi
sucesivamente, v numerandolos siguiendo este orden queda, en
efecto, numerado el conjunto de todos los nimeros algebraicos
reales, puesto que de esta manera se han considerado todos los
ntimeros algebraicos reales, y, por otra parte, se han necesitado
también todos los ntimeros enteros positivos como- ordinales co-
" rrespondientes a aquéllos. El lector que quiera verd que con un
poco de paciencia puede obtener, p. ej., el 7563-ésimo ntimero
del esquema indicado o el ntiimero conesponcuente a uno alge-
braico dado cualquiera.
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También en este caso queda destruido en la enumeracidn el
orden natural de magnitud, aun cuando se conserve en los ni-
meros que cofresponden a la misma altura ; asf, por ejemplo, dos

- - 2
- ndmeros tan préximos por su magnitud como — y

5.7 5000

cen, respectivamente, a las alturas'7 y 7001, que se encuentran

pertene-

bastante alejadas entre si; en tanto que 45, por ser raiz de
. o « 2
%*—5=0, tiene la misma altura, 7, que — .
‘ )
~ Antes de examinar el dltimo ejemplo vamos a ver un peque-
fio.lema, que nos proporcionard otros ejemplos de conjuntos nu-
merables y, al mismo. tiempo, nos dard a conocer un procedi-
miento de demostracidn que mds tarde hemos de utilizar.
Supongamos dados, primeramente, dos conjuntos numera-
bles : ‘

Ay lyy Qgy eee Y by by by s

el conjunto formado por la reunién de todas las a y de todas
las b en cualquier orden es también un conjunto numerable, pues
los elementos de este nuevo conjunto pueden escribirse asi:

ay by, ay, by ay, by,
)
con lo cual se ve ficilmente la correspondencia biunivoca que
hay entre esta sucesién y la serie de los ntimeros naturales. Del
mismo modo, el conjunto formado por la reunion de tres, cua-
tro, ..., v, en general, de un nimero finito de conjuntos numsra-
bles es también un conjunto numerable,

Pero ya la cosa no parece tan evidente—y esto constituye el
‘lema indicado—, que un conjunto infinito numerable de conjun-
tos infinitos numerables sea a su ves conjunto numerable, Para
demostrarlo designemos por a,, a,, a,, ... los elementos del pri-
mer conjunto, por b,, b,, by, ... los del segundo, por ¢, ¢,, ¢, ...
los del tercero, v asi sticesivamente, e imaginemos escritos estos
diferentes conjuntos uno debajo de otro ; bastard entonces consi-
derar todos los elementos ordenados atendiendo primero a la
transversal indicada con flechas en la figura 117 contdndolos
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de izquierda a derecha, y dentro de cada transversal al lugar que

ocupan de arriba abajo, para tepierlos en la siguiente sucesién :
- 1 223 45 6 7 8 91011
A T T R e

ay ay. by ay by ¢ ay by ey dy ay ...,

donde a cada uno de los numeros a, b, ¢, ... le corresponde’ un
nimero entero determinado y s6lo uno, con lo cual queda demos-
trada la numerabilidad del conjunto total. Se pudiera ilamar a

o of L

/////
/ ///
d/d/da/d/. . .
S

esta ordenacién de los elementos del conjunto total numeracion
por diagonales o transversales. ‘
" La gran diversidad de conjuntos numerables que por este
procedimiento podemos llegar a conocer, pudiera despertar la
idea de que todos los conjuntos .infinitos son numerables, pero
no es+asi, como vamos a ver demostrando la segunda parte del
teorema de Cantor: el conlinuo de todas los nimeros reales no es
numerable; designaremos este conjunto por (,1, ya que mas ade-
lante hemos de tratar ain de conjuntos de varias dimensiones.
Definimos, pues, &, como conjunto de todos los nimeros rea-
les finitos, x, y podemos representar % como abscisa de un punto
de un eje. Veremos, primero, que el conjunto de todos los puntos
interiores al segmento unidad, O<<x<<1, lieme exactamente la
misma potencia que el §,. Para ello, imaginemos representado’
el conjunto de todos los nimeros reales sobre un eje de absci-
sas, %, v el conjunto de los nimeros reates, Lomprendldos entre
0 y 1 sobre un eje y, perpendicular al x, y podremos establecer
una correspondencia o representacién biunivoca entre ambos
conjuntos por medio de una curva de ordenada  mondtona cre-
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clente, como la trazada en la figura 118 (podria ser, por ¢jempio,
una rama de y=— — Arccotx la cual tiene por asintotas a la
izquierda la recta y=0 y a la derecha la y=1. Podremos, pues,
sustituir en lugar de &, el conjunto de todos los niimeros reales

comprendidos entre O v 1, y asi lo haremos en adelante.

i

o 7
L
4
7
== =

. Figura 118

Veamos ahora la demostracién que dié Cantor en el Congreso
de Ciencias celebrado en Halle, en 1891, de la numerabilidad del
‘conjunto &, la cual es mucho més clara y general que la primi-
tiva publicada en el afio 1873. El fundamento consiste en utilizar
un sencillo mélodo, el llamado «procedimiento de las diagonales»,
que da para toda sucesidn numerable imaginada de -todos los

R
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Figura 1ig

nimeros reales un nimero real segu%amente no contenido en ella;
lo cual es una contradiccién que demuestra que (&, no puede
ser un conjunto numierable.

Escribamos todos los nUimeros reales 0<x<1 de &, en for-
‘ma de fraccién sistemdtica decimal y supongamos que todos
ellos figuran en una sucesién numerable, como la de la figura 119,
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donde a, b, ¢, ... son las cifras 0, 1, 2, ..., 9'en un orden y dis-
posicién cualquiera. Debemos advertir, sin embargo, en primer
lugar, que la escritura decimal no define univocamente el nilmero,
puesto que, por ejemplo, por definicién es 0,999 ...=1,000...
y, en general, toda fraccién  de un numero limitado de cifras pue-
de ser sustituida por la que resulta de disminuir en 1 su dltima
cifra, agregando un nimero indefinido de nueves. Esto es, des-
.pués de todo, uno de los principios fundamentales del Célculo
con fracciones decimales (véase pags. 47 v 48). Para evitar esto
y llegar a una notacidn univoca, convendremos de una vez para
siempre en emplear solamente fracciones decimales de un nimero
ilimitado de cifras; por consiguiente, en lugar de las fracciones
limitadas, las que a partir de una cifra tienen todas las siguientes,
en ndmero infinito, nueves. T_ales fracci,onés supondremos son
las que aparecen representadas en el anterior esquema nume-
rable:

Para formar ahora una fraccion decimal, X', distinta de todos
los nimeros que apareben en el esquema, tracemos la diagonal
(que da nombre al procedimiento) en que se.hallan.las cifras
a,, b, ¢, .. y coloquemos como primera cifra de x" una, a’}, di-
ferente de a, ; como segunda cifra, una, b’,, distinta de la b, ; en
el tercer lugar, una, ¢',, diferente de la ¢,, y asf sucesivamente :

’ ’ ’ I
x'=0,a',, by, ¢y ...

Estas condiciones a que sometemos las cifras a'y, by, ¢y, ...
nos dejan todavia suficiente libertad para que podamos lograr
que x' sea una fchcio'n decimal propia no igual, por ejemplo, a
0,999 ...=1, ni resulte con un numero limilado de cifras; pode-
mos hasta llegar a suponer que @', b’,, ¢, ... son todas cifras
diferentes de 0 y de 9. Entonces, es seguramente x' distinto de x,
puesto que ambos tienen las primeras cifras, a, y a', diferentes,
y dos ntimeros que son fracciones decimales ilimitadas solamen-
te pueden ser iguales cuando las cifras del mismo orden deci-
mal son idénticas’; por la diferencia de las segundas cifras tam-
poco es x'=x,, y por las terceras es w'fw, y as{ siguiendo se
tiene que x’ es dife’r-ente de.todos los nimeros de la sucesion nu- -
merable x,, X,, X,, ..., siendo, sin. embargo, una fraccion decimal
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propia. Con esto queda de manifiesto la contradiccion buscada y,
por lo tanto, demostrada la no numerabilidad del continuo &,.

Esta proposicién asegura a priori la existencia de nimeros
transcendentes, pues el conjunto de los nimeros algebraicos erit
numerable y, por consiguiente, no puede contener todos los nii-
meros -del continuo no numerable de todos los nvimeros reazles.
Pero mientras todo lo dicho anteriormente .nos daba a conocer
solamente una infinidad numerable de niimeros transcendentes,
se sigue de lo ahora expuesto que la polencia de su conjunto es
realmente mayor, de manera que ahora es cuando percibimos
claramente su naturaleza ; por otra parte, los ejemplos particula-
‘res indicados dan vida a la imagen algo abstracta que de otro
modo tendriamos de estos niimeros (1). \

Después . de haber hablado del continuo de una dimensién,
toca ahora referirnos al continuo de dos dimensiones ; en esto,
todo el mundo habfa creido que el plano contiene mas puntos que

’ .
0 4 .
y
7

43
0 >4

. Figura 120

la recta, y asi es natural que se produjera gran estupefaccion
cuando Cantor demostré (2) que la potencia del continuo bidi-
mensional &, es exactamente igual a la del continuo unidimen-
“sional (S,'] Si tomamos para &, el cuadrado de lado unidad y
para &, el segmento unidad (fig. 120), deberd, pues, poder esta-
blecerse una correspondencia biunfvoca entre los puntos de los
dos conjuntos. Lo paraddgico de esto se explica porque no es

(1) La existencia de ntmeros transcendentes fué demostrada por prime-
ra vez por Liouville, que di6 en 1851 en el Journal des mathématiques pures
et appliqguées un procedimiento muy elemental para la construccién de estos
ntimeros. .

(2) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, tomo 84, 1878,
. pag. 242 y sig.
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tacil despojarnos de la idea de una cierta continuracd de la co-
rrespondencia, pero la relacién que vamos a establecer es, real-
mente, todo lo discontinua, y, si se permite la frase, lo inorgd-
nica posible; destruye todo lo que tienen de caracteristico la serie
rectilinea y la figura plana con excepcién de la «potencian, algo
asf como si metiéramos todos los puntos del cuadrado en un saco
y lo sacudiésemos fuertemente hasta que se fuesen al fondo.

El conjunto de los puntos del cuadrado coincide con el de
todos los pares de valores de fracciones decimales :

¥=0,a,a,a, vy y=0,b,b,b, ...,

que, como antes, suponemos formadas por un ndmero ilimitado
de cifras; excluimos, por lo tanto, los puntos, situados en los’
lados del cuadrado; que tienen una coordenada nula,- es decir,
los dos concurrentes en 0, pero se reconoce facilmente que esto
no altera la potencia. La idea fundamental de la demostracion de
Cantor es formar con ambos decimales una nueva fraccion deci-
mal, z, de la cual pueden deducirse sin ambigiiedad los valores
X ¢y, de modo que z pase una ves por cada umo de los valores
O<s<1, cuando el punto (x,y) toma todas las posiciones posi-
bles dentro del cuadrado. Suponiendo entonces que z sea la abs-
cisa de un punto, se tendrs con ello realizada la correspondencia
biunivoca entre el cuadrado &, v el segmentb, unidad - §,, no
contaqdb como perteneciente a éste, de acuerdo con la hipdtesis
hecha respecto del cuadrado, mds extremo que el z=

Se logra esta fusidn de las fracciones decimales x; v escri-
biendo : ‘

z=0,a,b,a,b,a, b, ...,

de la cual, en efecto, poyr supresién de las cifras de lugar par o
de lugar impar se obtienen, respectivamente, sin ambigiiedad,
los valores x, y. Sin embargo, .aparece aqui una dificultad que
proviene de los dos modos de escribir una fraccion decimal, Esta
5 no recorre absolutamente todo el conjunto (&, cuando toma-
mos para (%, y) todos los pares de valores de fracciones de ilimi-

" tadas cifras, o sea todos los puntos del conjunto ,, puesto



— 385 —

que z estd, en efecto, siempre representado, por una fraccion
ilimitada, pero hay entre éstas valores tales como :

x=0,¢,¢,0¢,0¢,0c¢q ...,

que resultan de una fraccién ilimitada, x, y de una ilimitada, y:

x=0, ¢, 000..., ¥=0,¢,C, Cgy +eer

‘Esta dificultad se puede eludir facilmente mediante el arti-
ficio propuesto por J. Konig, de Budapest, quien considera las
a, b, ¢, ... no como cifras aisladas siempre, sino como cbmgblejos
- de cifras, lo que podrfamos llamar «moléculasy de la fraccién
decimal, y entonces, teniendo en cuenta el papel desempeiiado .
por los ceros, siempre que una cifra diferente de cero figure en la
fraccion deczmal precedida de varios ceros, comsidera formada'
una molécula de la fraccion por el conjunto de la cifra y estos
. ceros; asi, por ejemplo, en la fraccién : ¢

©=0,3208007000302405 ...,
hay que tomar como moléculas :

a,=[8], ay = [2], a5 = [08], a, = - [007], a; = [0003),
ag =‘[02]5 a; = [4]7 ag = [05]7

Veamos ahora lo que realmente significan a, b, c, ..., como tales
moléculas en la aplicacién de la regla que establece la correspon-
dencia de los pares (x, y) con 5. A cada par (x, ) le corresponde
univocamente una ‘fraccién ilimitada sz, y, reciprocamente, ésta
determina los valores de x,-y. Pero, ahora, la descomposicion
~de z en x, y hace que cada uno de estos valores tenga infinitas
«moléculas» y, por consiguiente, x, y vendrdn representadas-por
todas las fracciones decimales, luego, realmente, ¢l segmento y el
-cuadrado se pueden representar uno sobre otro unfvocamente, es
decir, tienen la misma potencia.

Naturalmente, se puede probar de un modo completamente
andlogo que también el continuo de 3, 4, 5, ... dimensiones tiene
la misma potencia que el de una dimension. Pero lo més notable
es que también el continuo €, de una infinidad numerable de

28
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dimensiones tiene esta misma potencia. Este espacio de infinitas
dimensiones estd definido como el conjunto de todos los siste-
mas de valores que puede tomar la infinidad numerable de las
variables ; ' k

s

Ky Kgy Xy seey Xgy woes

cuando se supone que cada una de ellas pasa por todos los va-
lores reales, Realmente, esto es un nuevo modo de expresar un
concepto hace tiempo usado en la Matematica, pues siempre se
han considerado los conjuntos de todas las series potenciales o
series trigonométricas, y el infinito numerable de sus coeficientes
no ‘es otra cosa que otras tantas variables independientes, siquie-
ra aparezcan en las aplicaciones ligadas siempre a ciertas con-
diciones de convergencia. . '

También aqui nos limitaremos al «cubo unidad» del cenjun-
to €, , es decir, al conjunto de todos los puntos cuyas coordena-
das satisfacen a las condiciones 0<x,<1, y probaremos que
se pueden hacer corresponder unfvocamente con los puntos del’
segmento unidad ¢, (en este caso, y por razén de comodidad,
excluimos todos los puntos que tienen nula una de las coorde-
nadas x, y el z=0). Partimos, como antes, de la representacién
en fraccidén decimal de las coordenadas de los puntos de §, ¢

93'1='0, a; as aAg ...
xg =0, b b, by

z3=0, ¢ ry ¢

y, ademés, supondremos como anteriormente que a, b, ¢, ..., re-
presentan «moléculas» de la fraccién respectiva en el sentido ya
explicado, es decir, «complejos» de cifras que terminan en una
diferente de 0 que estd precedida de sélo ceros. Para formar una
fraccién ilimitada con todas las infinitas moléculas que integran
cada una de las fracciones x, de modo que se reconozca fécil-
mente cémo ha sido engendrada partiendo de éstas, recurrimos
al procedimiento de las fransversales o diagonales ya aplicado
antes, Escribiremos una fraccién decimal ilimitada, «x, tomando
Jlas moléculas de las diferentes fracciones x, en el orden en que
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aparecen en las transversales contando de arriba a abajo y de
izquierda a derecha, resultando para el sistema de valores pro—
puestos el numero"

x=0,a,a,b,a,b,¢,a,b,¢,d,a,, ...,

con lo cual a cada punto de G, le corresponde univocamente un
punto de & ,. Procediendo de modo inverso se obtiene cada pun-
to, s, de &, ; pues de su expresién decimal indefinida se pueden’
deducir sin ambigiiedad infinitas fracciones decimales indefini-
das x,, x,, %,, ..., con las cuales se obtiene, por el procedimiento
indicado, el punto z. Queda, pues, con esto demosirada la posibi-
_lidad de la representacion bmnwoca del Cubo unidad de & ,, sobre
el segmento unidad de & ,. A

De todo lo dicho hasta aqui se infiere que, en todo caso, hay
dos potencias diferentes de conjuntos:

1. La de los conjuntos numerables. :

2° La de todos conjuntos C(mtznuos G, G, (Sq. vedy M-
cluso &, .

Se suscita aqui, naturalmente, la cuestién de si no existirdn -
conjuntos de mayor potencia que éstos ; y, en efecto, se puede
probar, no sélo por consideraciones abstractas, sino mantenién-
dose dentro del campo de los conceptos -de uso constante en la
Matematica, que hay todavia otros conjuntos de mayor poten-
cia que los que acabamios de sefialar, a saber : )

8.> El conjunto de todas las fzmcwnec reales posibles de una
variable real. . ,

Para verlo, basta limitarse al mtervalo 0<x<<1 de la varia-
ble. Si consideramos primeramente el conjunto de todas las fun-
ciones continuas, se verifica este notable teorema: el conjunto
de todas las funciones continuas tiene la potencia del continuo,
v, por consiguignte, pertenece al grupo segundo, Para llegar a
una potencia mayor, es preciso considerar también funciones
absolutamente discontinuas de la clase m4s general que se puede
concebir, es decir, tales que a cada punto le corresponde un valor
de la funcién completamente arbitrario, sin relacidn. alguna con
los valores que toma esta funcién en puntos préximos a aquél.

Vamos a demostrar, primero, el teorema relativo al coniunto -
de todas las funciomes continuas; esta demostracién se obtiene
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repitiendo y afinando algunosa razonamientos ya expuestos ( pé- .
gina 307) al hablar de la posibilidad del desarrollo de funciones
«arbitrarias» en series trigonométricas. Vimos éntonces, que :

a) Una funcidn continua, f(x), estd determinada cuando sdlc
se conocen los valores £(r) en todos los puntos racionales, r. ‘

b) Sabemos ahora, que todos los walores racionales pueden
ordenarse en wna sucesion nwmerable.

¢) Por consigujente, f(x) estd determinada cuando se cono-
ce la sucesién numerable de sus valores f(r,), f('rz), f(rg), ... Hay
que tener en cuenta, sin embargo, que no se pueden suponer
completamente arbitrarios estos valores, si queremos obtener una
funcién uniforme 'y continua ; el conjunto de todos los sistemas

g

Figura 121

-posibles de walores contiene siempre un conjunto parcial que es
de igual potencia que el conjunto de todas las funciones conti-
nuas (fig. 121). ,

d)- Podemos ahora considerar los valores f=fr), f f(rz), veny
como, coordenadas de un.§ , , puesto que representan una suce-
sién numerable de infinitas variables continuas; luego, segin
el teorema demostrado hace poco, la totalzdad de los sistemas po-
sibles de sus wvalores tiene la potencia del continuo.

e) Conjunto parcial de este conjunto, en correspondenma
univoca con el continuo, es, por lo tanto, el conjunto de todas las
funciones . continuas um’vocamente representable sobre un con-
junto parcial del continuo. , c

f) Fdcilmente se comprende ahora qué, reczprocamente, tam-
bién la totalidad del comtinuo es representable univocamente so--
bre un conjunto parcial de las funciones continuas. Basta para
ello considerar las funciones definidas por f(x)=k=const:, donde
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k es un pardmetro real; cuando k recorre el tontinuo &,
funcién f(x)=k recorre, en efecto, un conjunto parcial del con-
junto de todas las -funciones continuas, representable univoca-
. mente sobre &,. ' '

. Ahora tenemos que aplicar un importante teorema general de
la teoria de conjuntos, el llamado teorema de equivalencia, de-
'mostrado por F. Bernstein (1). g
" Si dos conjunios- son tales que cada uno de ellos es equwa-
lente a una parie del otro, los dos conjuntos. son equwalentes
entre si. Este teorema es de gran aplicacion, pero nos limitamos
a enunciarlo porque su demostracién nos llevarfa demasiado lejos.
2) El continuo &, v el conjunto de todas las funciones con-,
tinuas estdn, segun e) y f¥, precxsamente en la relacién supuesta
en el teorema de equ1valenc1a por. consiguiente, ambos conjun-
tos son de la misma potencia, como . querlamos demostrar,

Pasamos ahora a la demostramén, m4s interesante, de nuestra
segunda afirmacién : que el conjunto de todas las funciones posi-
bles y realmente «completamente arbitrariasy, tiéne una poten-
cia mayor que la del continuo. La demostracién es una aplicacién
exacta del proced:mlento de las dlagonales, de Cantor.

a) Supongamos que nuestra afirmacion sea falsa, es dec1r,f
~que el conjunto de todas estas funciones se pueda hacer corres-;
ponder biuhfvocamente con el continuo (S, ; en esta representa-
cién a cada punio w=vy de ¢, cor’respondo la funcion f(x,v)
de x, de modo que al recorrer v el continuo, f(x,v) representa
todas las funcionés reales posibles de x. Vamos a probar que
esta hipdtesis conduce a un absurdo, el de que realmente se
puede construir una funcidn real, F(x), que sea seguramente dis-
tinta de todas las funciones f(x, v).

b) Para ello formemos la funcidn diagonal del esquema de
las funcxones f(x, v), es decir, la funcién que en cada punto
x=wx, tiene por valof el que en el punto x=x, toma la funcién
f(x, %,) que corresponde al pardmetro v=x,; por tanto, el valor
f(x,, %,). Al expresarla como funcidn de x se escribe, pues, sen-
cillamente f(x, x).

(1) Publicado por primera vez en: Borel, Lecons sur la theorie des fonc-
tions, Parfs, 1888, pig. 103 y sig.
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¢) Formemos, ahora, una funcidn, F(x), que en cada punto
x tome un wvalor distinto del f(x, x): '

F(x):l:f(x,x) para cada V(;llOI’ de x.

Esto se puede conseguir de infinitas maneras, puesto que he-
mos admitido funciones discontinuas en las cuales a cada valor
% podemos hacer corresponder un valor completamente arbitra-
rio de la funcién : un ejemplo pudiera ser

F(x) —_—f(x, x) + 1

d) Esta funcidn es, en efecto, dtferente de cada una de las
funcwnes f(x, v), pues -si fuera F(x)=f(x,v,) para un valor de-
terminado y=v,, también serian iguales los valores de estas fun-
ciones en el punto x=v, v, por tanto, F(3)={(v,,v,), lo cual
estd en contradiccién con la hipétesis ¢) sobre la constitucién
de la funcién F(x). ’

 Queda asi establecida la falsedad de la h1potesls a), de que
con las funciones f(x, v).se;agoten todas las funciones reales de
la variable x, y, por lo tanto, demostrada nuestra proposicién.

Es interesante comparar esta demostracién con la de la innu-
merabilidad del continuo. Asf{ -como alli suponiamos ordenadas
todas las fracciones decimales ilimitadas en un esquema numc-
rable, consideramos ahora el esquema de las funciones f(x, v} .

"a la generacién de una fraccién por los elementos diagonales
corresponde aquf la constitucidn de la «funcién dmgonab» f(x, x)
y en uno y otro caso se obtiene un nuevo elemento (fraccién de-
cimal en un caso, funcién en el otro) no conterido en &l esque-
ma respectivo. o ,

Esto conduce ficilmente a pensar que por consideraciones
andlogas serd” posible llegar a comjuntos infinitos de potencias
cada ves mayores y sobrepasar las tres clases de potencias hasta
ahora obtenidas. Pero lo mds digno de observacién en toros
_estos resultados es realmente la existencia de diferencias y cate-
gorias invariables en los diferentes con]wntos infinitos, cualqule—
ra que sea el modo de considerar estos conjuntos, por profundo
que sea su andlisis y potentes los medios que $e empleen para
destruir todas las particularidades; como la ordenacién y analo-
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gas, aun llegando a ver la 'sola existencia de sus elementos ais-.
lados, de sus 4tomos, podria decirse, como completamente inde-
~pendientes unos de otros, a modo-de ceros arbitrarjiamente re-
vueltos; y es también importante que puedan establecerse tres.
de estas categorias dentro de los entes familiares en las Mate-
mdticas : los numeros enteros, el continuo y las funciones.

Terminamos con esto lo que nos proponfamos decir acerca
del concepto de potencia de un cornjunto, y vamos ahora, proce-
diendo también muy concretamente, a decir algo, muy poco,
acerca de otra rama de la teoria de los conjunios.

2° Ordenaci;’)h de los elementos de un cbn]unto

Vamos a examinar, en'primer‘ término; una cuestion de que .
hasta aqui hemos prescindido, a saber: cdmo- distinguir unos
de otros los conjuntos de igual potencia, por las relaciones
mutuas de ordenacién que desde su origen llévan consigo sus
elementos. Las representaciones biunfvocas més generales admi-
tidas hasta ahora habfan destruido todas estas relaciones ; basta
para convencerse que el lector recuerde la representacién del
cuadrado sobre el segmento, Quisiéramos hacer resaltar la sig-
nificacidon de esta parte de la Teoria de conjunltos, pues, induda-
blemente, no puede ser objeto de la Teoria de conjuntos des-
terrar los caracteres usuales, conocidos desde la antigiiedad en la.
Matemdtica, sustituyéndolos por conceptos nuevos y més gene-
rales ; porel contrario, lo que puede y debe hacer e contribuir a
que, por estos mismos conceptos, se lleguen a establecer con
todo rigor aquellos caracteres, partiendo de sus propiedades con-
sideradas desde puntos de vista mds generales. ‘

Vamos ahora a aclarar mediante ejemplos concretos y muy
conocidos las diferentes disposiciones u ordenaciones posibles.
Empezaremos con los conjuntos numerables, de los cuales cono-
cemos ires formas de disposicion fundamenialmente distintas; tan
diferentes, que la coincidencia de sus potencias, como ya hemos
visto, constitufa un teorema especial, que no es de evidencia
inmediata ; estos conjuntos son : ‘ : '

1. El conjunto de los mimeros enteros positivos.
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2."‘ El conjunto de todos los numeros enteros (positivos Yy
n('gatz'vov)
3.° El conjunto de todos los numeros racionales v el de to=
dos los ntineros algebmwos.
Todos estos conjuntos tienen, desde luego, en lo que se refie-
‘re a ordenacién de sus elementos, una propiedad comun, en vir-
tud de la cual se les designa como simplemente ordenados: To-
mados dos elementos cualesquiera, siempre se puede distinguir
cudl de ellos precede al otro, o expresado aritmé'vticameme, cual
es el menor y cudl es el mayor ; v, ademds, dados tres _eleméntos
a, by c, siaprecede ab y b precede a ¢, también a precede ac .
(si a<<b y b<<c es también a<<b). ‘
Veamos, ahora, las dzjerenczas caracteristicas: en el pr1mero
existe un primer elemento (el wno), el cual precede a todos los
d,emas, pero no_hay ningtin elemento #ltimo que siga a todos los
“demés; en el segundo conjunto no existe ningun elemento pri-
" mero, ni tampoco un 4ltimo; pero es catrdcter comtin a ambos
conjuntos que a cada elemento le sigue otro determinado vy, asi-
mismo, a cada uno le precede siempre otro determinado {(sin otra
-excepcién qué el 1 en el primer conjunto)., En contraposicién :
con esto; como ya vimos incidentalmente (pag. 42), en el tercer
conjunto entre cada dos elementos cualesquiera siempre hay otros
en nimero infinito (a estos con;untos los lamabamos densos en
todas partes), de modo que, en particular, entre todos los nime-
ros ‘racionales o algebraicos comprendidos enire a y b (cuando
no se cuentan estos dos niimeros) no hay ninguno mayor, ni nin-
guno menor que todos los demds. Las maneras de ordenacién -
de estos tres ejemplos, sus tipos de ordenacidn son, por lo tanto,
completamente distintos, aunque los tres conjuntos tienen igual
potencia ; a esta cuestién podria ligarse, y asi lo hacen realmente
los tratadistas de los conjuntos, la de determinar todos los dife--
rentes tipos de ordenacidn de los conjuntos numerables.
 Pasemos, ahora; al estudio de los conjuntos que tienen la po-
tencia del continuo. Conocemos un conjunto simplemente orde-
nado, el continuo &, de todos los numeros reales ; andlogamente,
los continuos de dos o més dimensiones €,, &, ..., son ejeti-
plos de otra ordenacion que la sencilla-del conjunto de los niime-
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" ros reales ; en &,, por ejemplo, son necesarias, no ya una, sino
dos relaciones para determinar la posicidn relativa de dos puntos.

Lo principal en esto es analizar el concepto de vontinuidad del
continuo unidimensional ; el récoriocimiento que de tal concepto
sélo se apoya realmente en propiedades elementales de la orde-
naci6n caracteristica del continuo (S, es la primera gran contribu-
cién de la Teorfa de conjuntos al esglarecimiento de los concep-
tos matemaéticos usuales.: Se encuentra, en efecto, que todas las
propiedades de la continuidad del continuo ordinariamente utili-
zado se basan en que éste es un conjunto simplemente ordenado
con, las dos propiedades siguientes:

1.° Si se divide el conjunto en dos partes A v B, de tal modo
que todo elemenlo pertenece a una u otra parte y que todos los
elementos de A preceden a todos los de B, hay un iltimo elemen-
to'en A o un primer elemento en B. Recordando la definicién
de Dedekind de los ntmeros 1rra01onales (pég.. 47), podémos
enunciar brevemente esto diciendo ‘que toda «cortadura» en nues-
tro conjunto estd realmente producida por un elemento de!
mismo. ' ' ‘

2.° Entre dos elementos cualesqutem del conjunto siempre
hay infinitos otros.

Esta segunda propledad es comun al continuo y al con]unto
numerable de todos los ntimeros racionales; pero la primera
constituye la diferencia esencial. Todos los conjuntos simple-
mente ordenados que poseen estas dos propiedades se llaman,
en la Teoria de conjuntos, continuos; pues, realmente, se’pue-
den demostrar para ellos todos los teoremas va]idos para el con-
tinuo por razén de su continuidad.

Afiadamos aun que estas propiedades de la continuidad se
pueden formular de otra manera utilizando las sucesiones funda-
mentales de Cantor. Una sucesién fundamental es una sucesién
numerable simplemente orderada de elementos a,, a,, a,, ... del
conjunto, tales que en éste cada uno de ellos precede (o sigue)
al siguiente :

1, <A, <A< . O A >0,>a,>

Un elemento, a, del conjunto se llama elemento limite de la su-
cesion fundamental cuando (en la primera sucesién) todo elemen-
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to del conjunto, anterior al a, llega a ser superado por elementos
de la sucesion fundamental, pero no hay ningun elemento poste-
rior al a; cosa andloga se dice para la segunda sucesién. Cuando
un conjunto es tal que toda sucesién fundamental del mismo tie-
ne un elemento limite, se dice que es cerrado; si, reciprocamente,
cada elemento es limite de una sucesién fundamental el conjun-
to se llama denso en si mismo. La continuidad de los conjuntos
que tienen la potencia del continuo estriba esencialmente en la
asociacién de estas dos propiedades. .
Recordemos,'sivqﬁiera sea incidentalmente, que ‘en la funda-
mentacién del Célculo diferencial e integral también hemos ha-
blado de otro conjunto, el continuo de ‘«Veronese», el cual se
.deduce del continuo ordinario por, agregacién de infinitamente
pequefios actuales; este continuo constituye, en efecto, un con-
junto simplemente ordenado, puesto que estad perfectamente de-
‘terminada la sucesién de dos elementos cualesquiéra, pero na-
turalmente es de un tipo de ordenacion completamente "dislinto

que el conlinuo ordinario &, ; la misma proposicidén de que toda.

sucesién fundamental tiene un elemento limite no se verifica en
este caso. ' '

Pasemos ahora a otra importante cuestién : ¢ Qué‘ representa-
ciones ponen de manifiesto la diferencia entre los distintos con-
tinuos €, €,, ...? Sabemos ya que la representacidén biunivoca
mds general borra aqui toda diferencia, y se verifica este teore-
ma, de gran importancia : El nimero de dimensiones del continuo
T es invariante en todas las cowespondenczas biunivocas y ‘conti-
nuas, es decir, que es imposible establecer una representacidn bi-
univoca y continua enire &, y G cuando es m=En. A primera
vista parece que esta proposicién podria admitirse como eviden-
te, p\erok conviene recordar que la simple intuicién también pare-
cla excluir la posibilidad de una representacién biunfvoca de &,
sobre &, 1o cual obliga a mantener cierta cautela frente a los
resultados de la sola intuicidn.

Vamos a tratar aqui con detalle solamente el caso mas sen-
cillo (1), en que se trata de la relacién entre los continuos de una
y dos dimensiones e indicaremos brevemente las dificultades

i

(1) L. E ] Broaﬁﬂer ha dado una demostracién para el caso genefal,
en Math. Ann., tomo LXX, 1911, pag. 16l.
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que surgen al tratar de extender la demostracién al caso mé4s
general. Demostraremos, por consiguiente, que np es. posible es-
tablecer una relacion biunivoca y continua entre &,y €,, y né-
tese que no se puede suprimir nada en este enunciado, puesto
que no se puede prescindir de la continuidad es cosa que ya
hemos visto, y en cuanto a la uniformidad en los dos sentidos,
el ejemplo tan corfocido de la «curva de Peanon muestra que
también debe ser tenida en cuenta. '

Establezcamos primero un lema: Sean €, y &', dos conti-
nuos unidimensionales que pueden representarse el uno sobre
el otro de un modo continuo, de tal manera que a todo elemento
de &', corresponda seguramente uno y uno solo de &, vy a cada
elemento de (S, corresponda a lo mds un elemento de G, ; en-

“tonces, si a y b son dos elementos de S, da los cuales correspon-
den en ', realmente los dos elementos a' y b', respectivamente,
a todo elemento, ¢, de &, comprendido entre a y b corréspon-
derd necesariamente un clemento ¢ de &', situado entre a' v b’
(fig. 122). Este teorema. corresponde a otro muy conocido, que

TFigura 122

dice que una funcién continua f(x), que en puntos x=a’, b’, toma
fos valores a, ‘b, toma en un cierto punto ¢’ comprendido entre a'
y b' el valor prefijado ¢, cualquiera que sea, comprendido entre
los @ y b; y puede, en efecto, demostrarse como una verdadera
generalizacién de este teorema, sin méis que partir del concepto
de continuidad de una correspondencia entre conjuntos conti-’
nuos, definido de una manera completamente andloga a la con-
tinuidad de una funcién, lo que tnicamente puede hacerse ba-
sindose en el concepto de ordenacién ; pero no es éste lugar a
proposito para pasar de estas indicaciones. v ‘
Vamos, pues, a nuestra demostraciéon. Supongamos .que el
segmento &, v el cuadrado &, estdn en correspondencia biuni-
voca y continua (fig. 123) y que dos elementos, & y b, de &, ten-
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gan. por homdélogos en 6;105 A y B; podemos unir estos dos
elementos 4 y 8 por dos lineas diferentes que estén en el interior
de & ,, por ejemplo, las lineas quebradas representadas en la figu-
ra por €', y &',. Para ello no hace falta suponer ninguna pro-
piedad especial de &, como una determinacién de coordenadas o
cosa parecida, sino que basta utilizar el concepto de la doble orde-
nacién de &,. Se llega entonces a la conclusion de que tanto
como &', son continuos de una dimensidén simplemente ordena-~
dos, lo mismo que &, y en virtud de la relaciéon biunivoca y
continua supuesta entre &, y & ,, a cada elemento de €', o &',
debe corresponder un punto sobre &, pero a cada elemento de
éste uno, a lo sumo, sobre @', o €',. Por consiguiente, estamos

‘\5 .
o

Figura 123
exactamente en las hipétesis de nuestro lema v, en consecuen-
cia, a cada punio, c, de 61, comprendido enire a y b, le corres-
ponde un punto, ¢, en ', yunoc'; en,@ ., resultado en contra-
diccién con la uniformidad en Jos dos sentidos supuesta en la
correspondencia entre los conjuntos G, v G, ; luego no es posi-
ble esta representacion, con lo cual queda demostrado el teorema.

Si queremos exténder este método de demostracién a dos con-
tinuos cualesquiera, &, v &, debemos saber antes ¢dmo pue-
den ser los continuos mds generales de 1, 2, ..., m—1 dimensio-
nes contemdos en &, ; asi, cuando son m y n> Z,. no se puede
utilizar ya el concepto entre, como se. hacia en el caso mds
sencillo. Se lega, entonces, a- mvestlgauon.es de una enorme
dificultad, que aun en los primeros casos comprenden cuestiones
fundamentales de Geomelria, modernamente puestas en claro,
a saber, las relativas a los conjuntos unidimensionales continuos
de puntos mds g:nerales en el plano; en particular, a la investi-
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cién de los casos en .que tales conjuntos pueden considerarse
COmo curvas. 4 ' T
Terminamos con esto lo que nos proponiamos decir sobre la
* Teoria de conjuntos; y vamos a afiadir ahora algunas observa-
ciones generales sobre ‘la- misma. Sefialemos, en primer lugar,
las ideas de Cantor acerca de la poswzon de esta teoria respecto
del Andlisis y de la Geometria, las cuales dan idea clara de la
significacién de esta teoria. Tanto la historia de la Matematica
como todas las especulaciones de los filésofos sobre la naturale-
za de la misma han establecido claramente la distincién entre-
las magnitudes discretas, de la Aritmética, y las continuas, de la
Geometria. Modernamente se han vuelto a colocar en primer tér-
mino las magnitudes discretas como las de concepcidn mds senci-
lla, mirando-a los ntimeros naturales como los conceptos primiti -
vos més sencillos, de los cuales se van deduciendo, de la manera
conocida, los numeros racionales y los irracionales, llegando final-
mente a construir el instrumento que subordina la Geometria al
_Andlisis, constituyéndose la Geometria analitica. La tendencia
de este desarrollo moderno puede designarse como una aritmeti-
zacidn de la Geometria: La idea geoméirica de la continuidad
viene a reducirse al concepto del mimero entero ; asi hemos pro-
cedido, en lo fundamental, en el curso de estas lecciones.

‘TFrénte a esta posicién preferente dada a los ndmeros enteros,
querxa Cantor—como dijo ocasionalmente en el Congreso de Cien-

- cias celebrado en Cassel en el afio 1903—lograr la «verdadera
fusion de la Aritmética y de la Geometrian en la Teoria de con-
juntos ; es decir, establecer la teorfa de los nimeros enteros de una
parte.y la teorfa de los diferentes continuos de puntos por otra, v
asimismo otras, formando capitulos coexistentes, de igual valor
unos que otros, constxtuyendo todos una teoria general de los
conjuntos.

Agreguemos algo sobre las relaciones entre la Teoria de con-
juntos v la Geometria. En la teorfa de conjuntos habfamos es-
tudiado. : ;

1° La potencia de los conjuntos, como caricter que se con-
serva en toda correspondencia o representacién biunfvoca.

- 2° Los tipos de ordenacion de los conjuntos, que tienen en

~cuenta las relaciones de orden de los elementos del conjunto. En-
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‘tre éstas pudieran caracterizarse el concepto de continuidad, las
distintas disposiciones muiltiples o continuas de diferentes dispo-
siciones, etc.; y también, en general, los invariantes de las co-
rrespondencias continuas. Llevadas a la Geometria estas ideas
dan origen a la disciplina denominada desde Riémann Andlisis
situs, que forma el capitulo mds abstracto de la Geometria, en el
cual sélo se trata de las propiedades invariantes en las repre-

sentaciones univocas y continuas mds generales de las figuras:

geométricas. En. estos estudios Riemann habfa ya usado la pa-
labra wariedad en un sentido muy general ; la misma denomina-

cién fué empleada al principio también por Cantor, quien poco.

mas tarde lo reemplazé por otra méas cémoda, por la palabra
conjunto. Hoy se ha generalizado ya tanto la palabra conjunto
que al que utiliza la palabra variedad se le tiene por anticuado.

3.° Pasando, ahora, a la Geomelria concrela, en ella aparece
la diferencia entre Geometria métrica y Geomelria proyectiva.
.No basta saber aqui que, por ejemplo, la recta es unidimensijo-
nal y el plano bidimensional sino que se trata de la construc-
cidn y comparacion de las figuras disponiéndose para ello de una

escala fija, o, por lo menos, se quiere fijar la posicién de rectas

-en el plano y planos en el espacio. Para cada uno de estos cam-

pos geométricos concretos se . hace precisa, naturalmente, una

axiomdtica especial para las propiedades generales dé ordena-
cion. Esto significa, por consiguiente, otro desarrollo de la Teo-
ria de los conjuntos continuos simple, doble, ... multiplemente
ordenados. '

No es de este lugar entrar en pormenores acerca de las mate-'

rias que acabamos de mencionar y que habran de ser tratadas
en el segundo tomo de esta obra ; tan sélo me limitaré a citar al-
gunas obras en las que pueden hallarse completa informacién.
" Figuran, en primer término, los articulos de la Enciclopedia de

%

ciencias matemdlicas, a saber : Enriques, Prinzipien der. Geome-

trie (I, A. B. 1) y v. Mangoldt: Die Begriffe «Linien und
«Fliche» (III. A. B. 2) para la Axiomitica especial’; as{ como
Dehn-Heegaard, Analysis situs (111, A. B. 8). Este tltimo articu-
lo est4 escrito muy abstractamente ; empieza con la formulacién
més general de los conceptos y fundamentos del Anélisis situs,
que ya habia establecido el mismo Dehn, y de ellos deduce todo
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lo demés por via puramente 16gica. Tal método se halla en com-
pleta oposicién con el método inductivo de exposicién que yo
" recomiendo siempre, y realmente supone, para ser entendido por
completo, que el lector tiene ya bastantes conocimientos de la
materia, en la cual ha debido trabajar mucho con método in-
ductivo. .

En lo que toca a bibliografia sobre Teoria de conjunios es
digna de mencién en primer lugar la memoria de A. Schoenflies:
«Die Entwicklung der Lehre von den Punkimannigfalaighkeiten»
publicada en la revista de la Sociedad matemética alemana (1) ;
la primera parte aparecié en el tomo VIII del Jahresbericht der
deutschen Mathematiker Vereinigung, mientras la segunda se
publicé en 1908 en forma de un ségudo tomo complementario
de los mismos anales. Este libro es realmente iina memoria
sobre toda la teorfa de conjuntos, y en é! se puede hallar toda
clase de pormenores acerca de muchos puntos de la teorfa, Ade-
mas de esta obra, debe citarse el primer tratado sistemdtico de
la teoria de conjuntos, «The theory of sets of pointsy, de W. H.
Young, y su mujer G. Chisholm Young, ya citada en la pagi-
na 267. .
~ Para terminar estas consideraciones sobre la Teoria de con-
junto. hemos de formular la pregunta que siempre nos ha acom- '
pafiado, en el curso de estas lecciones ¢ Cédmo servirse de ella en
la ensefianza media? ‘

‘Desde nuestro punto de vista pedagdgico-matematico, natu-
ralmente, la respuesta’ debe ser absolutamente negativa, pues no
deben darse tan pronto al alumno cosas demasiado abstractas y
dificiles. Para precisar bien mi opinién en este punto, he de re-
cordar la ley fundamental biogenética, segtin la cual el individuo
en su desarrollo recorre en rapida sucesién todos los estados
del desarrollo de la especie a que pertenece ; tales ideas son ya
actualmente elementos integrales-de la cultura .general de cada
uno. Este principio, creo yo, debiera ser seguido también, al
.menos en sus lineas generales, en la ensefianza de la Matema-
tica lo mismo que en cualquiera otra ensefianza ; se deberia con-~

+ (1) Dos partes, Leipzig, 1900 y 1908. La primera parte ha sido revisada
y publicada nuevameénte en 1913 con el titulo «Entwicklung der Mengenlehre
und ihrer Anwendungen»; puede considerarse come continuacién la obra
de H. Hahn, Theorie der reellen Funktionen, tomo I. Berlfn, 1921.
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ducir a la ju})entud; teniendo en cuenia su natural capacidad y
disposicion, lentamente hasta llegar a las materias elevadas Y,
' finalmente, a las formulaciones abstractas, siguiendo el mismo ca-
mino por el que la humanidad ha ascendido desde su estado pri-
mitivo a las altas cumbres del conocimiento cientifico. Nunca se
repetira bastante esto, pues siempre hay gentes que, al modo de
los escoldsticos en la Edad Media, empiezan la ensefianza con
las ideas més generales y quieren  justificar este método como
el «lnico cientificon. Y, sin ‘embargo, tal cosa no ha sido cierta
nunca : ensefianza cientifica solo puede llamarse a la que conduce
al hombre a pensar cientificamente, pero en modo alguno lo es
Jda que desde el principio se le ofrece con una sistemdtica fria,
aungue muy cientificamente acabada.

Un inconveniente. fundamental para la propagacién de tal
método de ensefianza, adecuado al alumno y verdaderamente
cientifico es, seguramente, la falta de conocimientos histdricos-
"que se nota con sobrada frecuencia. Para combatirlo, gustoso me
he detemdo en consideraciones histéricas en muchos. pasajes de
estas lecciones ; asf ha podido verse cudn lentamente han ido for-
méndose todas las ideas matemdticas, como han surgido en for-
ma confusa, pudiera decirse que de procedimientos, y sélo des-
pués de un largo desarrollo han llegado a tomar la fuerza rigida
y cristalizada de la exposicién sistemética. j Ojald ejerzan estas
ideas algtin dia—y con la expresxon de este deseo termmo el
curso de estas lecciones—un saludable influjo en la manera de
ensefiar propia' de cada uno!



